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Die vorliegende Arbeit hat im wesentlichen zum Gegenstand 


die Behandlung folgender Aufgabe: 


„Es soll die geometrische Verwandtschaft zweier 
ebener Systeme 5, © untersucht werden, welche durch 
die folgenden Beziehungen definiert ist. 


Gegeben ist ein Kegelschnittbüschel durch die 
Basispunkte 8,08’, Y,Y', ein Strahlenbüschel durch den 
Punkt F und ein dazu projektives durch ®%. 


Schneidetirgend ein Strahl aus P einen beliebigen 
Büschelkegelschnitt in den Punkten A und A‘, und 
der entsprechende Strahl aus ® denselben Kegel- 
schnitt in A und W, so ist das Punktpaar AA’ im 
System 5 verwandt mit dem Punktpaar AW’ ın © und 
umgekehrt.“ 


Bei der Untersuchung der soeben definierten Verwandtschaft 
wird sich die an späterer Stelle ($ 5) erfolgende Einführung 
einer gewissen ein-eindeutigen Verwandtschaft — der in der 
Ueberschrift erwähnten — als nötig herausstellen. 


1% 


Allgemeiner Teil. 


$ 1. Verwandtschaftsgleichungen. 


Die gemäss der Definition einander projektiv zugeordneten 
Strahlen der Büschel P und ® erzeugen einen festen durch 
P und ® gehenden Kegelschnitt x. Die Tangente in Pan x 
sei mit &, = 0, die Tangente in ® an z mit , = 0, die Ge- 
rade PB mit %, = 0 bezeichnet; damit ist das Koordinaten- 
dreieck festgelegt (nicht aber der Einheitspunkt). x habe die 
Gleichung 


1) u — u =). 


Die beiden projektiven Strahlenbüschel stellen sich dann 


dar bezw. durch 
9) | x tux, =) 


% Tu, =0$, 
wobei u einen variablen Parameter bedeutet. 
Zwei beliebige Kegelschnitte des Büschels D &‘ 7" seien 
gegeben durch 
3) AK@ = 20. u. = 0... 
4) B(2) = 2b. 4 u =, 
das Büschel selbst durch A(x) -—AB(«) =. 


Unter #,%,%, seien jetzt die Koordinaten eines beliebig 
vorgegebenen Punktes A verstanden. Der durch ihn hindurch- 
gehende Büschelkegelschnitt ist dann charakterisiert durch den 
Parameterwert 
) 

4 ae: 70r 


ie 


der durch ihn gehende Strahl aus P sowie der projektiv ent- 
sprechende aus ® durch den Parameterwert 


en 4 
6) u=— Fr 
Weil der in © entsprechende Punkt \ — dem wir die Ko- 
ordinaten x, t, tz beilegen — auf dem Kegelschnitt (AB D' WW"), 
liegt, so ist auch 
| _ 40 
N AraB 5 
und da A auf demjenigen Strahl aus ® liegt, der dem Strahl 
A P projektiv zugeordnet ist, so gilt 
ILL 
8) u ? 
Aus den letzten 4 Gleichungen geht nebenbei hervor, dass 
zu einem Wertepaar (4, «) zwei Punkte & und zwei Punkte x 
gehören, dagegen einem vorgegebenen Punkt x oder x nur ein 
Wertepaar (A, «) entspricht. Würde man demnach 4, u als 
Koordinaten der Punkte eines neuen Systems 2’ deuten, so wäre 
2 sowohl mit S als mit © ein-zweideutig verknüpft. Die 
Punkte von $ und © entsprechen sich somit paarweise. Die 


zu behandelnde Verwandtschaft ıst also eine „Paarverwandt- 
schaft“.!) 


Aus 5) und 7) folgt 
9) AW-B@)—A@- Bd) =, 
oder, wenn man die linke Seite der Gleichung nach r ordnet: 

2 (a, B(&) - bs AR) u = 0 
Aus 6) und 8) folgt 15 
u um. 

1) Heger: „Bemerkungen über 2—2deutige Verwandtschaft” (Schlö- 

milchs Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. XVII (1872), 8. 71 ff.). Dieselbe 


Bezeichnung auch bei Burmester: „Ueber das bifokal-veränderliche System“ 
(Math. Annalen, Bd. XVI (1880), 8. 89), 


BE 


Löst man das aus den letzten beiden Gleichungen be- 


stehende System I nach x auf, so folgen als Verwandtschafts- 
gleichungen: | 


oh = —(% Kat 0X) 


=> V@; Xat%ı Ark iu Xıı (23 Xa+20% Xga+% Xzs) II 
ob =4%; Xu 


ob, —=4, Xu 
Dabei bedeutet X,, den Ausdruck a, B (x) — b;r A (&) (der 
—= () gesetzt, einen Kegelschnitt durch 8, D8‘, Y, Y' vorstellt). 
Die Umkehrung des Systems II erhält man ohne Rechnung 


dadurch, dass man X und %, desgleichen x und r, ausserdem 
Index 1 und Index 2 vertauscht: 

[0 u E99) 

0% = (%a Kst \) X) 


+ Ya 8: + HK) — In Ent 2 tu 
0% = Ka 


III. 


Dabei bedeutet %,, den Ausdruck &,B(Ü) — br Ak). 


S$ 2. Sich selbst entsprechende Punkte. 


Im allgemeinen existiert in irgend einer algebraischen 
Verwandtschaft 


1) ou E Hlai a). reln2)3 


eine endliche Anzahl sich selbst entsprechender Punkte, nämlich 
die gemeinsamen Lösungen %,:%,:%, des Gleichungssystems 


2) 0% = Fila), %, 2). 


Eliminiert man aus je zwei dieser Gleichungen die Grösse 0, 
so erhält man beziehungsweise: 


a 


N) 
Sy aa —N 
KT 

Jede der Gleichungen 3) kann als Folge der beiden anderen 
angesehen werden; die Punkte, welche zwei, und damit allen 
drei Kurven 3) gemeinsam sind, sind die sich selbst entspre- 
chenden. Im Falle der Existenz eines gemeinsamen Faktors 
P(%,,%, %) der linken Seiten der Gleichungen 3) gibt es 
auch noch eine ganze Kurve sich selbst entsprechender Punkte, 
nämlich 

P(&, %, 0) = 0. 

Um in der zu behandelnden Verwandtschaft die sich selbst 
entsprechenden Punkte zu erhalten, setze ich in System I, $1 
De, 2 :2,:%,; dadurch folgt (mit 9, SI) _ 

A(z)- B(x) — A(x)- B(x) = 0 
u — I za: 


Die erste dieser Gleichungen ist identisch null und legt 
somit den gesuchten Punkten keine Bedingung auf; also ist 
jeder Punkt x, welcher der zweiten Gleichung genügt, ein sich 
selbst entsprechender. Letztere stellt den Kegelschnitt z vor. 
Somit folgt: 

In der zu behandelnden Verwandtschaft existiert 
ein geometrischer Ort sich selbst entsprechender 
Punkte, nämlich der Kegelschnitt z. Sonst gibt es 
keine sich selbst entsprechenden Punkte. 


$S 3. Fundamentalpunkte und Fundamentalkurven. 


Fundamentalpunkte einer algebraischen Verwandtschaft 
OR. Hlan %,0.),. 2. 2 1,200 
sind dadurch gekennzeichnet, dass sie gemeinsame Punkte der 
3 Kurven 
0 = Fila, %, %) 


sind; die Verhältnisse rt, :t,:t, werden für sie unbestimmt, 


Es ist bequemer, in dieser Frage anstatt der Gleichungen 
II ($ 1) die Gleichungen I ($ 1), aus denen erstere ja hervor- 
gegangen sind, zu Rate zu ziehen: 


EX —0 11 
ung —td i 


Die Lösungen x, dieses Systems werden dann und nur 
dann unbestimmt, wenn für die Koordinaten des Punktes %, 
eine der beiden Gleichungen identisch verschwindet. 


Die erste der Gleichungen I verschwindet identisch 
für die Koordinaten x, der 4 Basispunkte ®, ®,'‘, X, Y' und 
nur für diese; alle X,. werden für dieselben = 0. Einem 
solchen Basispunkt x, entsprechen somit sämtliche Punkte t,, 
welche der zweiten Gleichung I genügen; letztere stellt den 


Strahl aus ® dar, dessen Parameter u = — Fr und dessen 


3 
projektiv zugeordneter Strahl aus P alo u, — u =, 


d.i. die Verbindungslinie des Basispunktes x; mit P ist. Es 
gilt somit: 

Jeder der 4 Punkte 8,9‘, %, W' ıst ein Fundamental- 
punkt im System S. Derjenige Strahl aus ®, welcher 
der Verbindungslinie von ® mit einem dieser Funda- 
mentalpunkte projektiv zugeordnet ist, ist die dem 
betreffenden Fundamentalpunkt entsprechende Fun- 
damentalkurve. 


Die zweite der Gleichungen I verschwindet identisch 
für 2, = 0, 2%, = (0, das sind die Koordinaten des Punktes P. 
Die erste wird für diese Werte 


= 1m Bla=o— dir [Al =o um = fa, Be) —b, AM} 
= —-%%= 0; und, da x, für den Punkt P eine von 0 
verschiedene Grösse ist, so folgt 

Ku, = I. 
Das ist die Gleichung des Büschelkegelschnittes (P® &' WW"), 


2 


P ist also ein Fundamentalpunkt des Systems $; 
die in © entsprechende Fundamentalkurve ist der 
Kegelschnitt (PD B'YY'), 

Ausser P, 8, ©‘, Y, Y' gibt es keine Fundamentalpunkte 
in 8. 

Die Geraden, welche den Punkten 8, 8’, W, V' als Punkten 
des Systems 8 in © entsprechen, seien bezeichnet bezw. mit 
95, 9%, 9w, 9w; Sie gehen alle durch ®. Der dem Punkte P 
entsprechende Kegelschnitt (PB ©’ WW’) in & möge fp be- 
nannt werden. 

Die Abbildungsweise aus $ nach 5 ist natürlich ganz 
dieselbe wie die aus S nach ©; es tritt nur ® an die Stelle 
von P und umgekehrt. 

Die Geraden, welche den Punkten 9, ©‘, X, W' als Punkten 
des Systems © in $ entsprechen, seien bezeichnet bezw. mit 
93, 99, 98, 9w-; Sie gehen alle durch P. Der dem Punkt ® ent- 
sprechende Kegelschnitt (BD DB’ YY') in S sei mit fg be- 
zeichnet. 


$ 4. Die zu den Fundamentalpunkten unendlich 
benachbarten Punkte. 


Nach bekannter Methode (z. B. Salmon-Fiedler, Analytische 
Geometrie der höheren ebenen Kurven, Art. 339 und 340) kann 
man die Koordinaten der Punkte A‘ berechnen, welche Bilder 
sind eines zu einem Fundamentalpunkt unendlich benachbarten 
Punktes A. Doch kommt man hier einfacher zum Ziel bei 
Benützung des Gleichungssystems I, $1. Setzt man darin für 
X, %g, %, bezw. die Koordinatenwerte Ö@,, 2, + 6%, 6%, 
eines beliebig nahe bei P (0, &,, 0) liegenden Punktes P3, so 
geht dasselbe in der Grenze über in 


1) 2 (@sr bye — din dy) un = Kg; = 0 
ÖX 

2 MEET 

) Ba 


Die erste dieser Gleichungen stellt den Kegelschnitt f> 
vor; die zweite denjenigen Strahl aus P, welcher der Geraden 


— DD — 


PP; projektiv zugeordnet ist; dadurch sind also die Punkte 
AA, welche dem P; in © entsprechen, (als die Schnittpunkte 
der beiden durch 1), 2) gegebenen Gebilde) gefunden. 


Das Büschel der Linienelemente mit dem Mittelpunkt P 
ist somit ein-zweideutig bezogen auf die Punkte des Kegel- 
schnittes fr. Geht eine Kurve in 8 in bestimmter Richtung 
PP, durch P, so hat dies zur Folge, dass die Bildkurve die 
Fundamentalkurve fr in dem dieser Richtung zugeordneten 
Punktpaar AA’ schneidet; schneidet eine Kurve in © die f> in 
einem Punkt 4X, so geht die Bildkurve in S in der diesem 


Punkt W zugeordneten Richtung PP; durch £. 
Ganz analog sind diese Verhältnisse für ®, ©‘, #, Y'. Sei 


x) einer dieser 4 Punkte, etwa Y. Setzt man für ; die Ko- 
ordinaten X, + ö, eines benachbarten Punktes 7, in I, $S1 ein, 
so erhält man für die erste dieser Gleichungen speziell den 
Büschelkegelschnitt, welcher 7Y%, zur Tangente hat (es hat 
keinen Zweck, die Gleichung desselben hier wirklich zu bilden). 
Für die zweite Gleichung I, $1 erhält man 


0 1) 
Bu —- ut, 


d.i. die Fundamentalgerade gy. Geht also eine Kurve in der 
Richtung YW, durch P, so schneidet die in © entsprechende 
Kurve die 9» in denselben beiden Punkten wie der Büschel- 
kegelschnitt, welcher in eben dieser Richtung 7%, durch Y 
geht. — Lässt man wieder ö,, d,, 6, unbestimmt, so sieht 
man, dass dem zu Y unendlich benachbarten Punkte eben die 
Fundamentalgerade gv = 3% — %% = 0 entspricht; dabei 
sind den Linienelementen aus Y die Punktpaare der Involu- 
tion, welche das Kegelschnittbüschel auf gy ausschneidet, pro- 
jektiv zugeordnet. 


Bemerkung. Die ebengenannte Involution auf der Fun- 
damentalgeraden 9% wird speziell parabolisch, wenn Y auf n 
rückt. Da in diesem Falle nach 2), $1 die Gleichungen 


tu =0 
Hr i0 


BE Rn. 


zusammen bestehen, so lässt sich gy = x? 4% = (rauch 
schreiben 31; — %% = 0, d.ı. die Gerade BW. Liegt also 
Yaufr, so fällt gy mit B Y zusammen. Einem zu Y unend- 
lich benachbarten Punkt Y, entspricht in diesem speziellen 
Fall ein Paar Punkte A A‘, von welchen der eine, sagen wir 
A, wieder unendlich nahe an Y zu liegen kommt; und zwar 
so, dass 7 Y, und YA dieselbe Richtung vorstellen, denn 7% 
und A liegen beide auf dem Büschelkegelschnitt (Y, BD d' VW") 
unendlich nahe bei I. Jedem Linienelement U X, durch 7 ist 
also das Linienelement Y Y, selbst im Verein mit einem be- 
stimmten Punkt auf der Fundamentalgeraden gy =PB Y zu- 
geordnet. 


Ganz Analoges tritt auch für 7‘ und die zugehörige 
Fundamentalkurve gy ein, wenn auch noch 7’ auf rx rückt. 
In den wenigen beigegebenen Zeichnungen ist zur Erleichte- 
rung der Konstruktion von dieser speziellen Annahme Gebrauch 
gemacht: als Y/ und Y° sind die unendlich fernen imaginären 
Kreispunkte gewählt und auf x liegend angenommen; dadurch 
hat man statt der allgemeinen Kegelschnitte lauter Kreise. 


$ 5. Die konjugierte Beziehung (Definition und 
Formulierung derselben). 


Jedem Punkt A in $ gehört in demselben System noch 
ein zweiter Punkt A’ zu. Die Punkte A _A' stehen in ein- 
eindeutiger Beziehung. Gibt man in 8 einen Ort © von Punkten 
A vor, so gehört dazu ein bestimmter Ort ©‘ von Punkten A‘. 
Entspricht der © im andern System © eine Kurve 6, so ge- 
hört letzterer in 5 die C und die O‘ zu. 

Diese ein-eindeutige Verwandtschaft A — A‘ innerhalb des 
Systems $ möge „die konjugierte Beziehung“ genannt werden; 
zwei Punkte A, A‘, welche einander entsprechen, sollen „kon- 
jugierte Punkte“ heissen. 


Die konjugierte Beziehung kann so definiert werden: „In 
einer Ebene 8 sind vier Punkte 9, ©‘, Y, Y' als Basis- 


Ze. BE 


punkte eines Kegelschnittbüschels und ein Punkt P 
als Träger eines Strahlenbüschels gegeben. Schneidet 
irgend ein Strahl aus P einen beliebigen Büschel- 
kegelschnitt in den Punkten A und 4‘, so ist A mit 
A‘ verwandt.“ 


Ich behalte das in $ 1 eingeführte Koordinatensystem und 
die dort benützten Bezeichnungen bei. Die Koordinaten des 
Punktes A seien %,, %,, %,, die von A’ wı, X, %2. 

Weil A und A‘ auf demselben Büschelkegelschnitt liegen, 
so gilt 
1) 2 Ay ul. U. 

Weil A, A‘, P in einer Geraden liegen, so ist 

Da 
2) 0m —=vym+ UP 
DOT 


dabei sind o, », u Parameter, 0, p,, 0 die Koordinaten des 
Punktes P. 


Die Gleichung 1) möge kurz U (x) = 0 geschrieben werden. 
Durch Substitution der Werte 2) für x; in 1) erhält man 


3) r»U@)+ruV/ tr TW)=0, 
dabei bedeutet U (x) den Ausdruck 2 X, 2; &%,, welcher identisch 


„ande "Eh abonta kn) UK‘) 
verschwindet; es ist V= 0- E I: je +. u. 


Ju0 


9%; 


+0.| ,> app Aakı + Aa% + Ag); UP) 


endlich bedeutet das Substitutionsresultat, das man erhält, wenn 
man in U(«‘) für ©, &, %; bezw. 0, p,, 0 einsetzt, also U(p) 
—= PM: Xy. 

Es wird also 3): 
4) vu. 2 ma tn a tm X) + WR Xa —=0. 


Diese in u,» quadratische Gleichung liefert die Wurzeln 


\ rm 13 ag 


ir —=©,.d.ı. das Parameterverhältnis für den Punkt A, 
ca — De X d. 
u NE Aa Re Age TA A) 


verhältnis für den konjugierten Punkt A'. 


und 1. das Parameter- 


Durch Einführung dieses letzteren Wertes von in 2) 


gewinnt man für die konjugierte Beziehung folgende Verwandt- 
schaftsgleichungen: 


0m—=—L No 
5) Od Di NH Kg Kos 4 20 Ks 
0% = — 1X 


Die konjugierte Beziehung ist involutorisch, denn A‘ wandert 
nach A, wenn das ursprüngliche A an die ursprüngliche Stelle 
von A’ verlegt wird. Deshalb erhält man die Umkehrung der 
Formeln 5) durch Vertauschung von &, mit &;: 


| Tm= —-%Xg 
6) m = 2m Xat+mXg + 22, X, 
er FI3E EDLER 


Dabei ist mit X;, das Substitutionsresultat [Kir], _ ’ gemeint. 


Aus 5) und 6) entstehen die Verwandtschaftsgleichungen 
für die konjugierte Beziehung im System ©, wenn man die 
Rolle des Punktes P (0, p,, 0) dem Punkt ® (p,, 0, 0) über- 
trägt, wenn man also in 5) und 6) die Indices 1, 2, 3 bezw. 
mit 3, 1, 2 vertauscht. Weil es sich jetzt um eine Beziehung 
in © handelt, möge statt © x geschrieben werden: 


u =hkı 2a t 2% %ıs 


7) u = — 

a — ud 
Umkehrung: 

er =thhht+2nie + 2% 
8) El, = Br X Ku 


€ tg Zur ls Kı 


a: Te 


$ 6. Weitere Betrachtung der konjugierten Beziehung 
(Fundamentalpunkte und -Kurven, Ordnung der Trans- 
formierten, sich selbst entsprechende Punkte). 


1. Die konjugierte Beziehung ist vom III. Grad; sie ist 
umkehrbar eindeutig, also eine „rationale“ oder „Oremona- 
sche Verwandtschaft; es gelten also für sie alle einschlä- 
gigen Sätze, so z. B. der Satz von der Erhaltung des Ge- 
schlechts (Clebsch-Lindemann: Vorlesungen über Geometrie, 
Ba. I, pg. 478 ff; oder Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie 
der höheren ebenen Kurven, Art. 331 ff.). 

2. Um die Hauptpunkte zu erhalten, setze ich die 
rechten Seiten der Gleichungen 5) Null: 


wu X. = 
20, X + X, +29, X, = 0 9) 
2 Al) 


Diese Gleichungen bestehen zusammen für die gemeinsamen 
Lösungen zweier beliebiger Gleichungen X, = 0, also sind 
DB, D', P, Y' Hauptpunkte; desgleichen für 2, =0, ,—=(, 
d.h. für den Punkt P; und zwar hat in diesem Punkt jede 
der 3 Kurven (9 einen Doppelpunkt, weil in jeder nicht nur 
das Glied mit x}, sondern auch das mit «3 fehlt. 

Also: ®, D‘, Y%, Y' sind Fundamentalpunkte erster, P ist 
Fundamentalpunkt zweiter Ordnung sowohl für die Trans- 
formation von &, in ©; als umgekehrt (6). 

Die zugehörigen Hauptkurven ergeben sich am einfachsten 
aus den Gleichungen $ 5, 1) und 2), welche zusammen die 
konjugierte Beziehung festlegen: 

a) Für die Koordinaten x? eines der Punkte B, ©‘, W, Y' 
verschwindet die linke Seite der Gleichung 1) identisch; das 
Gleichungssystem 2) stellt für = x; die Verbindungslinie 
des Punktes &; mit P dar. Den Hauptpunkten erster Ordnung 
P,D‘, P,\P' entsprechen also die Hauptgeraden Pd, P®', PP, PY'. 

b) Für, =0, %, = 9, %, = 0 wird der Strahl 2) un- 
bestimmt. Aus 1) erhält man durch diese Substitution: 


a 


> (a;n 65 — din Ayo BP) PR * [dg5 A(&') - ag Bee) X. = 0, 
d. i. die Gleichung des Kegelschnitts (PD 9' YWY"'), der somit 
. dem Hauptpunkte zweiter Ordnung P als Hauptkurve ent- 
spricht. 

Andere Fundamentalpunkte als ®, ®', %, Y', P existieren 
in der konjugierten Beziehung nicht; denn für andere Punkte 
% wird weder die Kegelschnittsgleichung 1) — die x, als 
laufende Koordinaten aufgefasst —, noch die Gerade 2) unbe- 
stimmt. 
| 3. Die Ordnung der transformierten Kurve lässt 
sich in folgender Weise ermitteln. Gegeben sei eine Kurve (, 
von der nt" Ordnung, welche die Fundamentalpunkte enthält 
und zwar ® s,-fach, ©‘ s,-fach, 7 s,-fach, 7‘ s,-fach, endlich 
P als t-fachen Punkt. Dann wird sich von der entsprechenden 
Kurve (3 n)!® Ordnung CO’ die Gerade P® s,-mal, die PB‘ 
s;-mal u. s. f., endlich Kegelschnitt (PP 2‘ YY’) t-fach von 
der C’ abspalten und bei Vernachlässigung dieser sich ab- 
spältenden Gebilde wird die Ordnung »‘ der C'' herabgedrückt auf 


ne — — —— —— — 
a) N=INnN—,s — , —, —, — 2. 


Durch sı, 53, s3, 54, £' sei bezeichnet, wie oft die U’ bezw. 
durch ®, ®'‘, W, V', P hindurchgeht. Es gelten dann folgende 
Relationen: 


ß) son Ss 


Die erste der Gleichungen £) hat in folgendem ihren 
Grund: Die O, schneidet die P® in n Punkten, danach ginge 
-O' mit n Aesten durch ©; von den nr Schnittpunkten fallen 
aber s, nach 2, £ nach P, also gehört der CO’ die s,-fach zu 
zählende Gerade P ®‘ und der £-fach zu zählende Kegelschnitt 
(PBD' WW‘) hinzu. Da wir diese Gebilde nicht berück- 


sichtigen, so sind von den n Aesten der CO’ n D (ss, +2) in 
Abzug zu bringen; dadurch entsteht die erste Gleichung P). 

Ganz analog erklären sich die zweite, dritte, vierte der 
Gleichungen f. Zu der fünften gelangt man durch die Er- 
wägung, dass die C„ mit Kegelschnitt (P$ #' YY') 2n Punkte 
gemein hat, deren Bildpunkte sämtlich nach P fallen. Von 
diesen 2% Schnittpunkten der C, mit Kegelschnitt (PP D'YY) 
entfallen ss + Ss, + s;, + s, + auf die verschiedenen Basis- 
punkte und wenn man von den diesen besonderen Schnitt- 
punkten entsprechenden, mehrfach zu zählenden Fundamental- 
kurven nicht Notiz nimmt, so geht die Ü‘ selbst nur noch 
"=2n—s, —3,—8—s) —t) mal durch P hindurch. 

Da der ©‘ umgekehrt die C,„ als entsprechende Kurve 
zugehört, so muss nach a) folgende Relation erfüllt sein: 


In — 1 9 — 3 — 4 —2t—=n; 
die Richtigkeit derselben ergibt sich durch Einsetzen der ın 
P) für sı, 52, 53, Sı, #° gefundenen Werte. 

Ebenso lässt sich durch Einsetzen dieser Werte die Giltig- 

keit der Relation 

1 [(n’‘-1)(n‘-2)-si(s1-1)-52(33-1)-53(83-1)-541(54-1)-#(-1)] 
[R -H)R-2)-56%-1)-868-1)-85(85-1)-8,(,-1)-2(@-1)] 
und damit die Konstanz des Geschlechtes für die konjugierte 
Beziehung noch besonders zeigen. 

4. Die Substitution 2; = &, in 5) gibt die sich selbst 
entsprechenden Punkte. Aus der ersten oder dritten 
Gleichung 5) folgt dann o = — X,,, dadurch ergibt sich mit 
der zweiten: 

Ay ty Ag tn X. —|. 

Es existiert also wieder eine ganze Kurve sich selbst ent- 
sprechender Punkte; dieselbe sei „Koinzidenzkurve des Systems S“ 
genannt und mit Ks bezeichnet. Sie ist von der dritten Ord- 
nung und geht je einmal durch 2, 8‘, Y%, Y' und P. 

Die Ks ist der Ort der Berührpunkte A = 4’ der von P 
aus an die Individuen des Kegelschnittbüschels (BD ®' FW‘) 
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gehenden Tangenten; denn diese Berührpunkte — und nur sie — 
sind sich selbst entsprechende Punkte. 

Was die Abbildung von Punkten betrifft, welche unend- 
lich nahe bei den Fundamentalpunkten liegen, so kann man 
genau so verfahren, wie in $ 4 (hier sind die Resultate noch 
einfacher); statt der Gleichungen I, &$ 1 sind 1) und 2) in 
S$5 zu benützen, dabei kann 2) zusammengezogen werden in 
%,% —%,% = 0. Man findet: | 

1. Die Linienelemente durch P sind perspektiv zu der 
Reihe der ihnen auf dem Kegelschnitt (PD P' PY‘) konju- 
gierten Punkte. 

2. Einem Linienelement aus einem der Basispunkte des 
Kegelschnittbüschels, z. B. ®, ist derjenige Punkt auf der zu- 
gehörigen Fundamentalkurve P ® zugeordnet, welcher von dem 
in Richtung des Linienelements durch D gehenden Büschel- 
kegelschnitt auf P ® ausgeschnitten wird. 


Es möge nun die Behandlung der zwei-zweideutigen Ver- 
wandtschaft wieder aufgenommen werden. | 


8 7. Ordnung der Transformierten. 


Gegeben sei in © eine Kurve n!® Ordnung % (t,, La La) =. 
Die Transformierte F'(&,, %,, &,) = 0 ist die Be rauls aus dem 
System der 3 Gleichungen: 


IT, 
Lg — Lt, — 0 
Ay (k N) 2) —=(. 


Dieselbe ist homogen und vom Grad 1.» in den Koef- 
fizienten X der ersten Gleichung, welche selbst Ausdrücke 
zweiten Grades in & sind; F' ist vom Grad 2-n in den Koef- 
fizienten (x, und &,) der zweiten Gleichung; da % die x nicht 
enthält, ist somit F vom Grade 2-n+2-n=4n. Also: 


Einer Kurve n!* Ordnung entspricht eine Kurve 
(An)! Ordnung. 
2 
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‚Dieselbe ist in den Koeffizienten der Kurve Fk) =0 
vom Grade 2. Also entspricht z. B. einem Büschel von Kurven 
n'® Ordnung eine Schar von Kurven 4" Ordnung von der 
Art, dass durch einen vorgegebenen Punkt 2 Kurven der 
Schar ‚gehen. 

Die Resultante F'(x,2,%,) = 0 ist homogen ‚und vom 
Grad n in den Koeffizienten der Gleichung 2 X, ut. = 0, d.h. 
in den X. Also hat die Kurve # = 0 in 8, ®‘, Y, Y‘ je einen 
n fachen Punkt. 

Die Resultante ist homogen Her vom Grade 2n in den 
Koeffizienten (&,,%,) der Gleichung 2,1, —2%,%=0. Also 
hat F= 0 in P einen (2n)fachen Punkt. | | ! 

Wenn $ = 0 durch Fundamentalpunkte geht, so spalten 
sich von der Transformierten F = 0 die entsprechenden Fun- 
damentalkurven ab. Mit s,, 5,, 5,, S,, £ sei bezeichnet, wie oft 
% = 0 bezw. durch 8, DB‘, %, ' P geht; n’ bezeichne die Ord- 
nung der Transformierten (wenn man die sich abspaltenden 
Fundamentalkurven 99, 9#, 9w, gw, kg ignoriert). Es gelten 
dann die Relationen: 


a) .n"=4n— 5, —-, — ss —5,— 21 
sıen—t 

sent 

P) Ss —=n—t 
sy=n—t 
re Ns Te 


Die erste Gleichung P): die Ü wird bei Vernachlässigung 
des Z-fach zu zählenden Kegelschnitts kg nur noch so oft durch 
D hindurchgehen, als die E die g5 ausser in ® noch schneidet. 
Aehnlich ergeben sich die andern Relationen ß). 


S 8. Die Verzweigungskurven 4; und Ae. 


Die. Verwandtschaftsgleichungen I, $2 mögen Bbgehigzt 
und symmetrischer. geschrieben werden: 


1) ov= MH NVA case lb: 


"Dabei ist 
M=-—1,X%,+# X 5) N=1 
M=% X, N = 0 
M, —=ı1, x; Ns =) 


As = (di, X, + 2, Ks)? — A (u Age 4 20, 0, X 4 MX). 


Jedem Punkt x, in 8 gehören 2 Punkte x zuin © (wegen 
der 2 Werte VAs, ‚von denen der eine der negative Wert’ des 
andern ist). Man kann daher $ als Doppelebene auffassen: in 
dem einen Blatt liegen die Punkte &;, für welche der- eine 
Wurzelwert YAs als giltig vorausgesetzt ist, während in dem 
darunterliegenden Blatt der andere Wert V4s gelten soll, 
Zwei Punkte &, ın den zwei verschiedenen Blättern decken 
sich, wenn sie dieselben Koordinaten x; haben, aber verschie- 
dener Wert der VYAs für sie festgesetzt ist. Zwei solchen 
sich deckenden Punkten — und nur solchen = PRISDTERBEN 
in © zwei konjugierte Punkte A, A‘. 

Es gibt Punkte &,, in welchen die zwei NN VE 
nicht verschieden sind von einander, und in welchen deshalb 
die Blätter zusammenhängen; das sind die Punkte auf der Kurve 


ae. 


Durch diese Kurve ist der Uebergang vom einen in das 
andere Blatt vermittelt; dieselbe möge deshalb Uebergangs- 
oder Verzweigungskurve des Systems 8 genannt werden. e 

Ebenso gibt es für die Blätter der Doppelebene © eine 
solche Uebergangskurve (nach III, 5 2): 


As lt Kat LK)” — Rn GB, t+ 2u% 2, +2%,) = 0, 
welche für die Abbildung aus © nach S die analoge Rolle spielt. 


Den Punkten der Uebergangskurve A, = 0 entsprechen 
nach 1) in & Punkte X, welche mit ihren könfiiierten A zu- 
sammenfallen. Der Ay = 0 entspricht also die Koinzidenz- 


kurve ın ©: Fe 
ker Ku L a Ks ta a Ks €: 0, 
IE 


A. 


(wenn man absieht von den festen Fundamentalkurven,, welche 
sich bei der Transformation der As = 0 von dem entsprechen- 


den Gebilde in $ abspalten). 
Ebenso. entspricht der Ags=0 die Koinzidenzkurve in 8: 


KexE +3 + X — 0. 


Die As = 0 ist von der 6. er sie hat in pP einen 
Doppelpunkt, denn die Glieder mit ©) und x fehlen; sie hat 
auch in ®, ©‘, %, Y' je einen a wie ihre Pe > 
erkennen lässt, 


Die As= 0 scheidet die reelle Ebene $ in Gebiete von 
zweierlei Art: die einen (As > 0) sind erfüllt von Punkten, 
denen in © ein Paar reeller, die andern (As < 0) sind erfüllt 
von Punkten, denen in & ein Paar konjugiert imaginärer 
Punkte entspricht. Geht man von einem Gebiet in ein gleich- 
artiges, so durchsetzt man die As= 0 in einer geraden An- 
zahl von Punkten und umgekehrt; | geht man in ein ungleich- 
artiges, so wird die As= 0 in einer ungeraden Anzahl von 
Punkten durchsetzt und umgekehrt. *— Hiezu Figur. 9: Gra- 
phische Darstellung der Xs = 0 (dick ausgezogen) und Ag = 0 
(dünn ausgezogen); vgl. Bemerkung $ 4; 8 6, 4); $:15, b, 6); 
die Tönung ee den Teil der Ebene, in welchem 
As<0. 


$ 9. Abbildung einer Geraden. — Eine allgemeine 
Eigenschaft der ee 


Es sei 


1 Gent x, Ri uf, = 0 eine Gerade in ye 


Durch Substitution der Werte 1), 88 für 7 erhält man 
als Eh der Bildkurve: 


ı) Math. Rn Bd. III, (1871). Clebseh („Ueber den. Zusammen- 
hang einer Klasse von Flächenabbildungen mit der Zweiteilung der Abel'- 
schen Funktionen‘): $ 1. Eindeutige Beziehung zwischen einer einfachen 
und einer Dospalahene $2. Ueber die Kueyzı dureh welche die ein- 
deutige En vermittelt wird. 
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2) G= (u, M+u,M,tu, M,)+ (u, N +u,N,+u,N,)YAs= 0, 
oder durch Einsetzen der eigentlichen Werte für M;, N,, As 
und Wegschaffen der Wurzel: 
DE x } [ri (a Kt 20,0 X tm X, ue 0 X, tw X, 

— 2, ug, (0, Ko + 2, MN ZU a Kt In 

re DU Halle As 0; 

Das Kurvennetz | |= 0 entspricht den ©? Geraden der 

Ebene ©. Die Kurven sind von der 4. Ordnung; sie gehen 


alle durch 2, ®', 7, Y° und doppelt durch P (Letzteres findet 
statt, weil kein Glied mit x, und keines mit «3 vorkommt). 


... Züner Geraden durch P: u, + ur, = 0 entspricht als 
Bildkurve | | 

X, +0) = 0 h 
(d.i. Kegelschnitt fg mit dem der abzubildenden Geraden pro- 
jektiv zugeordneten Strahl aus ®, letzterer doppelt gezählt). 


| Speziell der: Geraden u, 0 (oder u, = 0, Mg —() ent- 
spricht 


| ; ER, — 0; 
der Geraden r, = 0 (oder u, — 0, u, —= 0): 
Ra el, 


was ; geometrisch leicht zu bestätigen ist. 


Versteht man unter M, N bezw. die Ausdrücke u, M, 
+%,M, +wM, nd«, N +WN, EN 3, so lässt Ah die 
Efdkutre G (2) Kehribän); " 

| M ag N-VAs= 0, 
‘oder rational:- 
M?— N?-As=0. 

Für As= 0 folgt M? — 0. Also: 


Jede Kurve des Netzes 3) trifft die Uebergangs- 
kurve ın je zwei konsekutiven Punkten, wo sie der- 
selben überhaupt begegnet. 


u. 


Dieser Satz lässt sich verallgemeinern: 

. Nimmt man in © eine beliebige Kurve an, welche 
mit ihrer Konjugierten nicht identisch ist, so erhält 
man eine Bildkurve in S, welche die ds—=0 in je zwei 
konsekutiven Punkten trifft, wo sie derselben be- 
gegnet. 

Denn beı Transformation erhält man wieder eine Gleichung 
der Form & | 
O+R-VAs=0, 
oder rational geschrieben: 


9 — Rr.As= 0, 


wobei @, R rationale homogene Funktionen der & sind. Für 
As=0 folgt wieder das Verschwinden eines quadratischen 


Ausdrucks: 
In 


Nimmt man aber in © eine Kurve $ (1,1%, 4)=0 an, 
welche mit ihrer Konjugierten identisch ist, so wird in der 
Gleichung der transformierten Kurve der Faktor R der Wurzel 
V As die Null, weshalb die eben gemachte Schlussweise für 
diesen Fall ungiltig wird. 


Ist nämlich in diesem Fall x ein Punkt der Bildkurve, ıst also 
04 = M;(@) + Ni(@)-VAs(@) 
ein Punkt auf % = 0, so ıst auch 
| 0% = Mo) — N; (a): VAs(@) 


auf % = 0 gelegen. Und umgekehrt: Liegt x; auf $ = 0, so 
gilt dies auch für x. Mit andern Worten: Jeder Punkt &,, 
welcher der einen der beiden Gleichungen 


5 [ BASE Berg 
3 M;— N-VA)=0 


genügt, befriedigt auch die andere. Durch Entwicklung nach 
der Wurzelgrösse erhält man für a) | 
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#) | Q@+ R@)- VAs(@) = 0 
\O@—R@-VAs@) = 0. 
As (&) ist nicht Null; wir wollen ja nicht die Ke ne 
formieren. Also folgt aus ß) 


@)= 0 
a | R(«) = 0. 


| Hiebei gilt immer noch: Jeder Punkt x,, welcher der 
einen Gleichung genügt, genügt auch der andern. Weil aber 
die Gleichungen 8 homogen in x sind, also R notwendig von 
niedrigerem Grad ist als Q, so ist dies undenkbar, wenn nicht 
Tr=ei(, 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 


In Fig. 9 ist im System S eine durch ® gehende (dick 
gestrichelte) Gerade angenommen; ihr entspricht in © eine 
(die dünn gestrichelte) Kurve III. O, welche die Ag = 0 (die 
dünn ausgezogene Kurve), wo sie ihr begegnet, in je zwei 
konsekutiven Punkten trifft; in D,, Di, D,, D> berührt sie 
die As. 


8 10. Das Zerfallen der Transformierten in zwei 
konjugierte Kurven. 


Ist F(x,,&,, 2,) = 0 eine Kurve in $ von der Eigen- 
schaft, dass man die Identität herstellen kann: 
1) p (a): Fa) = A (a) — Ra): As@), 
wobei @ (x), (x), R(x) irgendwelche Formen in %,, %,, % 
bedeuten, dann und nur dann zerfällt die der F(x)=0 in © 
Entsprechende in zwei konjugierte Kurven. 


Denn für die Punkte auf F(x) = 0 gilt in diesem Falle 


2) VAs@) + = 


und für die Punkte auf F' (x) = 0 lassen sich dann die folgenden 
rationalen Transformationsgleichungen anwenden (mit 1, 58) 


N}... ee 


D) tv=M;R+NG 

und 

I) ıu=M;R— N. 

I) mit F Fa) —= () möge durch en der x die Kurve 

30), 

II) mit F(x) = 0 möge durch Elimination der x die Kurve 
| dd) = 0 

ergeben. 


% ©) 0 und $; (X) = 0 zusammen sind das der F(x)=0 
entsprechende Gebilde; $,)=0 und %,(d) = 0 sind aber 
konjugierte Kurven, denn die Transformationsgleichungen 1) 
und 2) unterscheiden sich gerade dadurch, dass für die VYAs 
die entgegengesetzten Werte genommen sind. 

Ist eine Identität 1) nicht herstellbar, so gibt es für die 
Punkte der F(x) = 0 keine rationalen Substitutionen 1) 2). 

In $ 9 wurde gezeigt, dass die Transformierte einer Kurve, 
die mit ihrer Konjugierten nicht identisch ist, die As—=0 in 
je zwei konsekutiven Punkten trifft, wo sie derselben begegnet. 
Man könnte vermuten, dass umgekehrt einer Kurve, welche 
die Uebergangskurve in je zwei konsekutiven Punkten trifft, 
wo sie ihr begegnet, ein in zwei konjugierte Kurven zer- 
fallendes Gebilde entspricht. Dies ist nicht zutreffend; be- 
trachtet man nämlich z. B. die Kurve 


a) — Ra). Asa) = 0, 
(wobei R (x) nicht gerade ein Quadrat sein soll), so ersieht man, 
dass dieselbe die As = 0 zwar allenthalben in je zwei konse- 
kutiven Punkten trifft — denn für As=0 folst U «)=0 —, 
dass aber statt der rationalen Substitution 2) folgt: 
a) 
VR(@) 


VAs@)= 
und statt I) und II): 
oe u=M-VR+N:-Q; 
wegen V R bekommt man in © eine einzige algebraische Kurve, 
die aus Paaren konjugierter Punkte besteht. 


Bemerkung. . Bezüglich des Zerfallens entsprechender 
Kurven sind folgende Fälle möglich: 

1. In © ist eine Kurve 8, welche mit ihrer Konjugierten 
&, nicht identisch ist. Ihr entspricht im allgemeinen eine aus 
Paaren konjugierter Punkte bestehende Kurve X in $, welche 
also mit ihrer Konjugierten C’x identisch ist. Dieser Fall lässt 
sich kurz bezeichnen &£ £ 65, X = (Cy. Der Fal$=6C, K $ Cr 
ist begrifflich derselbe. 

2.2=06,, K=(yr. Dieser Fall lässt sich leicht her- 
stellen: man stelle zwischen den Kegelschnitten des Büschels 
DB'YW' und den Strahlen des Büschels ® eine projektive 
(oder, wenn man will, allgemeine m-n deutige) Beziehung auf. 
Dem Erzeugnis ® dieser Zuordnung entspricht in 8 natürlich 
eine in ganz derselben Weise erzeugte (also im allgemeinen gleich- 
falls aus Paaren konjugierter Punkte bestehende) Kurve K. 

3.8 #65, KECyx. Auch dieser Fall kommt vor, wie 
durch ein Beispiel gezeigt werden soll. Es möge nm — etwa 
aus © nach $S — abgebildet werden. Nach den Relationen 
Baer Tür 

n=2,, =0,,=0,, 0,5, =0,t=1: 
mega), sel, s =], f=4, 

Die Bildkurve in $ ist also von der 6. Ordnung, geht je 
lmal durch 8, ®',Y,Y' und 4mal durch P. Ein Teil dieser 
Bildkurve ist x nach $ 2; der übrige Teil C, ist somit noch 
von der 4. Ordnung, derselbe geht durch ®, ©‘, %, Y‘ je 1 mal, 
durch P 3 mal; dabei ist ©, nichts anderes als die Konjugierte 
zu a in 8. Die konjugierte Kurve @, in © zu z ist gleich- 
falls eine Kurve 4. Ordnung, welche durch 9, ©‘, , W° je I mal, 
_ durch ® 3mal hindurchgeht. 

Denn aus den entsprechenden Relationen für die konju- 
gierte Beziehung ($ 6, a, ) folgt für 

na, 0, I, 5, I, ed t=T: 
W=-4,s-l,s=-l,s=1ls, =-lLt'=3. 


Damit ist das Vorkommen dieses Falles gezeigt. 
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8 11. Die Schnittpunkte zweier Kurven des Netzes 
M? ‚328 N? EIS —— 0. 


In einem Punkt x der Ebene S8 hat VYAs zwei Werte: 
(VAs), und (V As). Man kann einen, z.B. (V As), nehmen 
und festsetzen, dass dieser im oberen Blatt liegen soll, (V As), 
im unteren. Aendert man & stetig, so ändern sich auch die 
beiden Werte der Wurzel stetig; der eine bleibt im oberen, der 
andere im unteren Blatt. Sobald aber x auf die Uebergangs- 
kurve rückt, fallen die zwei Wurzelwerte zusammen und bei 
weiterer Bewegung von x ist aus der alten Festsetzung nicht 
mehr zu entnehmen, welchen der jeweiligen Wurzelwerte man 
in das obere, welchen man in das untere Blatt verlegen soll; 
man muss von neuem festsetzen, welches das obere, welches 
das untere Blatt sein soll. 

Beschränkt man die Bewegungsfreiheit von x aber auf die 
Kurve G=M-+NYVAs= 0 ($ 8), so kann man wegen der 
hier giltigen Relation M+ N-VAs = 0 ein Kennzeichen zur 
Unterscheidung der Blätter angeben, dessen Bestimmtheit durch 
die Uebergangskurve keine Beschränkung erleidet; als oberes 
Blatt sei dasjenige bezeichnet, in welchem YAs die Werte 
— v2 hat; als unteres dasjenige, für welches YAs=+ N 
— Diese allgemeine Festsetzung kann man immer aufstellen, 
wenn es sich um die Transformierte einer Kurve handelt, die 
mit ihrer Konjugierten nicht identisch ist. — 

Demnach ist der Teil der Kurve @, welcher im oberen 
Blatt liegt: M+ N-VAs = 0; der Teil, welcher im unteren 
liegt: M— N: VAs zer! 

Nimmt man im einen, etwa dem oberen, Blatte $ einen 
Punkt (A), an, so entspricht diesem nur ein einziger Punkt 
A m ©. Dem gerade darunter liegenden Punkt (A), in 8, 
welcher dieselben Koordinaten & hat wie (A),, aber den anderen 
Wert der Y As, entspricht der zu A konjugierte Punkt X’ in ©. 
Zwei solchen „sich deckenden“ Punkten (A),, (4), entspricht 
ein Paar konjugierter Punkte A, A’ in ©. 
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Der Gerrdn G' = wur + wur, + Ust, = 0 entspreche 
die Bildkurve @' = M'?— N‘?- Ag = 0 (hiebei entstehen die 
Ausdrücke M‘, N’ bezw. aus M, N durch Ersatz der « durch 
die ‘). 

Die Schnittpunkte der beiden Kurven  =I0, G'=0 
zerfallen in wirkliche Schnittpunkte, das sind solche, ın 
denen sich zwei in demselben Blatt von 5 verlaufende Teile 
der beiden Bildkurven schneiden, und in scheinbare Schnitt- 
punkte, in welchen sich zwei in verschiedenen Blättern ver- 
laufende Teile der @, bezw. @° schneiden. Nach diesem Ge- 
sichtspunkte kann man folgende Einteilung treffen: 


M -+N -VAs= 0 
Ben! 


— A 
3 } N ee wirkliche Schnittpunkte im unteren Blatt. 
M'— N'-V4s= 0 “ 


| wirkliche Schnittpunkte im oberen Blatt, 


Für die wirklichen Schnittpunkte gilt somit überhaupt: 
1) MN'—NM'=0. 
Für die anderen (scheinbaren) Schnittpunkte gilt entweder 


M--N-VAs=0 
M’—N'VAs=0 

oder 
M—N-V4s=0 
M’+N'V4s= 0 

also jedenfalls: 

2) MN'+NM'=!. 

In der zu behandelnden Verwandtschaft wird 1) speziell: 
X, [25 (0, ui — U, u2) + 2, (W wı — U, us)] = 0. 

Dies sagt aus: Die wirklichen Schnittpunkte (@, @‘) liegen 
mit P auf einer Geraden, und zwar derjenigen, welche der Ver- 
bindungslinie von ® mit dem Schnittpunkt (©, ©) projektiv zu- 
geordnet ist. — Weil dieGerade x,(u, uı — U, U2)+2,(u, 1 — u, u) =0 
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die @ = 0 ausser in (dem.Doppelpunkt) P nurnoch zweimal 
trifft, so existieren nur zwei wirkliche Schnittpunkte (@, @‘). 
Dass nur zwei wirkliche Schnittpunkte (G, 6‘) an 
ersieht man allgemein folgendermassen: 
Sei &s die Konjugierte zu ©, Ca. die Konjugierte zu &. 
Einem wirklichen Schnittpunkt von G und @‘ entspricht ein 


einziger Punkt in ©, der sowohl dem Gebilde we als dem 
Gebilde ke angehört. Dieser in © entsprechende Punkt kann 


der Schnittpunkt A von © mit ©‘ sein; er kann auch der zu 
diesem konjugierte Schnittpunkt A’ der Es und. &g- sein. Er 
kann aber nicht ein Schnittpunkt von © mit 6«- sein; denn 
das Auftreten eines solchen wird: sich im Bilde $ als schein- 
barer Schnittpunkt der G und @‘ bemerkbar mächen. Ein. 
Schnittpunkt ZT der &© und @g. nämlich tritt nur dann auf, 
wenn die ©‘ gerade durch den zu T konjugierten Punkt 7’ 
geht und diesem Vorkommnis entspricht in S ja gerade das 
Auftreten eines scheinbaren Schnittpunkts (G, @‘). Ebenso 
verhält es sich mit den Schnittpunkten ©‘ mit &s (welche zu 
den betrachteten stets als konjugierte Punkte auftreten). 


Die scheinbaren Schnittpunkte liegen auf der Kurve 
MN + NM =3 [X u + u us) — X, 2% wu] 
+ 2, [X,, (% uı + u, 0) — X, 20, wm] =. 

Es ist dies eine Kurve lll.Ordnung, welche durch ®, ©‘, X, Y',P 
geht. 

G und G@° schneiden sich als Kurven IV. Ordnung in 
16 Punkten; beide Kurven gehen durch 2, $‘, 7, Y' und je 
zweimal durch P. Also entfallen"auf diese festen Punkte acht 
Schnittpunkte. Zwei weitere Schnittpunkte sind die Punkte 
4,4(G=0, @ =0, MN’— NM'= 0), welche dem Schnitt 
A von © und &' — und seinem konjugierten A‘ (dem beweg- 
lichen Schnittpunkt der && und &g. — entsprechen. Die übrigen 
sechs Schnittpunkte werden von der Kurre MN'+ NM'=0 
auf @= 0 (oder G' = 0) ausgeschnitten („scheinbare Schnitt- 
punkte“). MN’-+ NM‘ = .0 ist eine Kurve ‚III. Ordnung, 


welche somit @ in zwölf Punkten schneidet, wovon aber sechs 
festliegen: ®,2!,P," und zwei Schnittpunkte in P’; die anderen 
sechs Schnittpunkte sind also gerade die sechs noch nicht be- 
trachteten Schnittpunkte (@,.G@‘); dieselben bilden drei Paare 
konjugierter Punkte in S, denn der zu irgend einem Schnitt- 
punkt der @ und @° konjugierte Punkt ist, wieder ein Schnitt- 
punkt der G und @. Diesen drei Paaren von (scheinbaren) 
Schnittpunkten (G@, @') entsprechen in © die drei Punkte 
($ = 0, &g- = 0) mit ihren drei konjugierten (Ö’—= 0, Cs = 0). 


8.12. Anwendung der Zeuthenschen Formel auf die ein- 
zweideutige Beziehung zwischen den Punkten der Ks — 0 
und A, =. 


Die Punkte der Koinzidenzkurve Ks U Bann mit den 
Punkten der Uebergangskurve As = 0 zufolge der zu behan- 
delnden Verwandtschaft in 1—2 deutiger Beziehung. 

“  @ibt’ man nämlich irgend einen: Punkt U auf Ke = 0 vor, 
so berührt Kegelschnitt (A-D DB‘ Y Y*) den Strahl AB m AEW); 
der projektive Strahl. aus P schneidet auf, demselben Kegel- 
schnitt A und A’ (auf As = 0) aus. Einem Punkt auf Ag=0 
entsprechen also zwei Punkte auf As =. 

Gibt man einen Punkt A auf As = 0 vor, so: berührt der 
zu AP projektive Strahl aus P den Kegelschnitt (APP! PP"), 
und der Berührpunkt A (X) liegt auf Kg=0. Und X ist 
der einzige Punkt auf Kg = 0, welcher dem Punkt A gemäss 
der zu behandelnden Verwandtschaft zugeordnet ist. 

Also sind die Punkte der Kg = 0 in der Tat ein-zwei- 
deutig auf die Punkte der As —= bezogen. 


Auf diese Beziehung möge nun die bekannte Zeuthensche 
Formel (z. B. Math. Annalen, Bd. III. Zeuthen: „Nouvelle de- 
monstration de theor&mes sur des series de points correspon- 
dants sur deux courbes‘): 

Yrz 4a N A 2%, (Di 1) 


angewendet werden. 


Dabeı bedeutet 


x, die Anzahl der Punkte, welche einem Punkt der As = 0 
entsprechen, also x, = 1, | 

x, die Anzahl der Punkte, welche einem Punkt der Kg = 0 
entsprechen, also x, = 2, 

y, die Häufigkeit der Koinzidenz zweier Punkte auf Kg =, 
welche dem nämlichen Punkt auf As = 0 entsprechen; y, =, 

y, die Häufigkeit der Koinzidenz zweier Punkte auf As=0, 
welche dem nämlichen Punkt auf Kg = 0 entsprechen; %, 
möge aus der Zeuthenschen Formel berechnet werden, 

p, das Geschlecht der Kg = 0; p, = 1 (0 Doppelpunkte 
‘ bei Ordnung 3), 

p, das Geschlecht der As= 0; p, = 5 (5 Doppelpunkte 
bei Ordnung 6). 

Es ergibt sich 
Yy=y+22(9%-1)- 22, -2)=-0+2:16-1)-2.212H=8 

Somit kommen acht Koinzidenzen A = A’ auf As = 0 vor. 

Dies ist in der Tat der Fall; denn die Koinzidenzkurve 
Ks = 0 (in $) trifft de As= 0 in 3-6 —= 18 Punkten; aber 
nicht alle Schnittpunkte sind wirklich Koinzidenzen: 2-5= 10 
Schnittpunkte entfallen auf die Doppelpunkte D, ©‘, X, W* der 
As = 0, welche keine Koinzidenzen sind, da hier nicht ein 
Punkt A mit seinem konjugierten A‘ zusammenfällt. Es bleiben 


somit wirklich gerade acht Koinzidenzen konjugierter Punkte 
AZ=z4' auf As=0. 


Speziell geometrischer Teil. 


In diesem Teil der Arbeit mögen einige Fragen, welche 
im ersten Teil analytisch behandelt wurden, geometrisch unter- 
sucht werden, ausserdem einige Beispiele kurz besprochen werden. 


S 13. Die konjugierte Beziehung (in geometrischer 
Behandlung). 


1. Fundamentalpunkte. Die konjugierte Beziehung ist 
nach ihrer Definition in $ 5 eine ein-eindeutige. Allein es gibt 
gewisse Punkte, für welche diese Eindeutigkeit der Beziehung 
eine Ausnahme erleidet. 

Zu einem Punkt A findet man den entsprechenden 4’ 
durch Konstruktion des zweiten Schnittpunktes des Strahles 
PA mit dem Kegelschnitt (PO ®' WW. 

Ist A mit ® identisch, so it PA=P® ein ganz be- 
stimmter Strahl; hingegen geht nun jeder Kegelschnitt des 
Büschels durch A= ®. Man hat also den zweiten Schnitt- 
punkt eines jeden Büschelkegelschnitts mit P® anzusehen als 
dem Punkt ® entsprechend. Also: 

Die Basispunkte ®, ©‘, 7, Y' sind Fundamentalpunkte; ihre 
Fundamentalkurven sind POP RVYPW: PIE 

Ist A mit P identisch, so ist Strahl AP unbestimmt; 
der Kegelschnitt (A PP YY') dagegen bestimmt: (PD P'YPY). 
Also: 

P ist Fundamentalpunkt, Kegelschnitt (PD P'YY’) zuge- 
hörige Fundamentalkurve. 

Damit sind die Fundamentalpunkte der konjugierten Be- 
ziehung erschöpft; denn jeder andere Punkt A in 8 hat die 
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Eigenschaft, dass durch ihn ein bestimmter Kegelschnitt 
(ABD' WW") und ein bestimmter Strahl AP hindurchgeht, 
dass somit ein und nur ein entsprechender Punkt A‘ existiert. 

2. Ordnung der Transformierten. Ich benütze den 
Hilfssatz: 

„Wenn in einem Gebilde erster Stufe zwei Reihen von 
Elementen einander so entsprechen, dass jedem Elemente der 
ersten Reihe n Elemente der zweiten und jedem Elemente der 
zweiten m Elemente der ersten zugeordnet sind, und dass also 
für A, 4" als Parameter entsprechender Elemente beider in Bezug 
auf dieselben Fundamentalelemente eine algebraische Relation 
von der Form 


(ag Aw, Al I), SPAR SED, ARTE Ja FE 
erfüllt wird, so existieren (m + n) Elemente, welche mit ihren 
entsprechenden zusammenfallen.“e — Denn 4 =4' verwandelt 
die vorige Relation in eine Gleichung vom Grade (m + n) zur 
Bestimmung von 4. 

Es beschreibe zunächst A eine Gerade g. Irgend ein 
Büschelkegelschnitt A schneidet g ın zwei Punkten A,, A,; die 
and diesen konjugierten Punkte 
.S NE men N seien Aı, As. Eine willkür- 

A \ lich gelegte Gerade w werde 

[R.NG, \2 von eben diesem Kegelschnitt 
A in den Punkten R,, R, ge- 


Br zn. oall 
\ \ N / troffen, während die Strahlen 
eg DEN PA, und PA, bezw. Q, und 
AN | “ „n . Q, auf w ausschneiden mögen. 
\ r Lässt man nun den Büschel- 


kegelschnitt A variieren, so 
bilden die Punktpaare AR,, AR, eine Involution auf w, und die 
Punktpaare Q,, Q, eine dazu projektivree Die Q und die R 
stehen also in zwei-zweideutiger (Paar-) Verwandtschaft; ge- 
mäss dem obigen Hilfssatze gibt es also auf w 4 Punkte © 
der einen Involution, welche mit entsprechenden Punkten R 
der anderen zusammenfallen. Ein solcher Punkt @ liegt. so-. 
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wohl auf dem ihm zugehörigen Kegelschnitt A, als auf einem 
der beiden Strahlen PA, welche eben diesem 4 zugehören; 
Q ist dann entweder ein Punkt A, d.h. auf g gelegen, oder 
ein Punkt A‘, d.h. auf der zu g konjugierten Kurve C, ge- 
legen. Was das erstere anbetrifft, so gibt es nur einen Punkt 
auf w, der auch auf 9 liegt und dieser hat die Eigenschaft 
eines solchen ausgezeichneten Punktes auf w. Ausser diesem 
gibt es also noch drei und diese sind Punkte A’, d. h. auf O, 
gelegen. Da umgekehrt klar ist, dass jeder Punkt, den die 
C, mit w gemein hat, einer der vier ausgezeichneten Punkte 
auf w ist, so folgt: Die C, schneidet w in drei Punkten, ist 
also von der 3. Ordnung. 

Es möge jetzt A eine Kurve X von der nt Ordnung 
durchlaufen. Der dabei entstehende Ort der Punkte 4’ sei 
mit Cx bezeichnet. Eine willkürlich gewählte Gerade w werde 
aufgefasst als vorgegebener Ort für die Punkte A‘; dann wird 
derselben nach dem soeben Bewiesenen eine Kurve 3. Ordnung 
C, als entsprechender Ort der Punkte A zugehören. Die 3n 
Schnittpunkte A,, Ay... A; der CO, und der X — und nur 
diese — haben die Eigenschaft, dass ihnen Punkte Aı, As... Az. 
entsprechen, welche sowohl auf w als auf Üx gelegen sind. 
Also folgt: Die Konjugierte einer Kurve X von der 
n’® Ordnung ist von der Ordnung 3n. 

Dieses Resultat lässt sich direkt in folgender Weise ab- 
leiten. Ich konstituiere ein ganz bestimmtesEntsprechen zwischen 
den Kegelschnitten aus D®' 7Y' und den Strahlen aus P 
durch die Festsetzung: 

Es entspreche dem Kegelschnitt (AP ®' YY') der Strahl 
AP und umgekehrt, wenn A ein beliebiger Punkt der abzu- 
bildenden Kurve »!° Ordnung X ist. 

Einem Strahl A’ aus P entsprechen dadurch n Kegelschnitte; 
denn dieser Strahl trifft X in n Punkten A, durch welche 
n Kegelschnitte (AD D' YY’) bestimmt sind. 

Einem Kegelschnitt A aus (® P' YY) entsprechen 2n Strahlen 
aus P; denn dieser Kegelschnitt A trifft X ım 2» Punkten A, 
durch welche 2» Strahlen A P bestimmt sind. 
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Die festgelegte Beziehung zwischen den Individuen des 
Kegelschnitt- und Strahlenbüschels ist also n—2n deutig. 

Diese Beziehung schneidet auf einer beliebigen Geraden w 
ein 2» — 2n deutiges Entsprechen zweier Punktreihen aus; nach 
dem Hilfssatz existieren also auf w 2» + 2n =4n sich selbst 
entsprechende Punkte. Diese 4n ausgezeichneten Punkte auf w 
liegen sämtlich teils auf der X, teils auf der Konjugierten Cx 
(welche ja zusammen das Erzeugnis der festgelegten Kor- 
respondenz ausmachen); in weiteren Punkten ausser diesen 4n, 
wird w von K und Ur nicht getroffen. Die X trifft w in 
n Punkten, also hat die Oz 3n Punkte mit ww gemein, ist also 
von der Ordnung 3.n. 

Bemerkung. Dien— 2n ie Korrespondenz zwischen 
den Kegelschnitten des Büschels (DD YY'): A—/iB=0 und 
den Strahlen des Büschels P: x, —4'2,=0 sei ausgedrückt 
durch 
(ar + a Ami 20h (An + Ani en) Anni 
+... 

Das Erzeugnis der Korrespondenz ist dann: 

K-Gz= lau" 4 aa Re Am (ber 

..)Ar-iIB+:...—=0 
(Gleichung (4n)!® Grades; K ist vom nt, also Oz vom (In)! 
Grad). | 
Man ersieht aus dieser Gleichung — die K möge 8,9‘, WW‘, P 
nicht enthalten —, dass die (km P(@,=0,%,=0) einen 


2nfachen Punkt hat und zwar, weil 


Ala=o Fr Age %, Blase = Sn by, 2, 


3=0 
mit den Tangenten: 
(q, Ei + a, re %, a >45 -) 05 + (b, re > b, Ererdi ' X, — Te -) 
Os b,, +. 


desgleichen ersieht man aus der Gleichung, dass die X in 
DB, P,YwYV' (A=0, B=0) je einen rn fachen Punkt hat. 


a SER ee 


Geht K durch Fundamentalpunkte, so verringert sich die 
Ordnung der Ox; darüber $ 6, a, f. — Ueber die Tangenten 
in den genannten vielfachen Punkten der Or gibt das Folgende 
Aufschluss. 

3. Zu den Fundamentalpunkten unendlich benach- 
barte Punkte. Ein Punkt 2,, der beliebig nah bei © liegen 
soll, möge abgebildet werden. Der Kegelschnitt (Bd, BB YW') 
schneidet auf dem Strahl 2, P, der in der Grenze mit ®P 
zusammenfällt, einen ganz bestimmten Bildpunkt aus. Also: 

Einem Linienelement durch einen der Basispunkte des 
Kegelschnittbüschels, z. B. ®, ist derjenige Punkt auf der zu- 
gehörigen Fundamentalgeraden P ® zugeordnet, welcher von 
dem in Richtung des Linienelementes durch ® gehenden Büschel- 
kegelschnitt auf P ® ausgeschnitten wird, — und umgekehrt. 

Um einen zu P beliebig benachbarten Punkt P, abzu- 
bilden, hat man den zweiten Schnittpunkt des Strahles P P; mit 
Kegelschnitt (Ps D #' WW‘), der in der Grenze mit (PP 8'Y Y') 
zusammenfällt, zu konstruieren. Danach gilt: 

Das Büschel der Linienelemente aus P ist perspektiv zu 
der Reihe der denselben entsprechenden Punkte auf Kegel- 
schnitt (PP P' YY'). 

4. Sich selbst entsprechende Punkte. Auf irgend 
einem Strahl aus P schneidet das Kegelschnittbüschel (PD ®' Y Y') 
eine Involution aus, welche aus Paaren konjugierter Punkte 
A 4A' besteht. Die Doppelpunkte A = 4A’ der Involution sind 
sich selbst entsprechende Punkte der konjugierten Beziehung, 
und in A=4' berührt der Strahl AP den Kegelschnitt 
(ABO WW"). Die Berührpunkte der von P aus an die Kegel- 
schnitte des Büschels gehenden Tangenten bilden eine Kurve 
Ks, die aus sich selbst entsprechenden Punkten besteht. — 
Ein beliebiger Strahl aus P wird von zwei Kegelschnitten des 
Büschels berührt; da die Ks durch die beiden Berührpunkte 
geht und ausserdem durch P (denn P ist Berührpunkt für die 
an (P® D8' WW’) gehenden Tangenten), so wird sie von dem 
Strahl im Ganzen in drei Punkten getroffen; Ks ıst also von 
der 3. Ordnung. — So oft sich ein Strahl finden lässt aus P, 
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derart, dass die zwei ihn berührenden Kegelschnitte des Büschels 
in einen zusammenfallen, so oft hat man eine Tangente aus P 
an Ks. Dies kommt viermal vor, nämlich für die Strahlen 
DP,D'P,YP,Y'P. Weil die Ks durch P geht, so gehen 
also von P aus im ganzen sechs 'Tangenten an dieselbe; die 
Koinzidenzkurve Ks ist also von der 6. Klasse. 

Nimmt man an Stelle des Kegelschnittbüschels ein Kreis- 
büschel, indem man etwa Y und Y‘ speziell in die unendlich 
fernen imaginären Kreispunkte verlegt, so erhält man nach 
dem vorigen, da P X und P P* Tangenten an die Kurve in Y, 
bezw. Y‘ darstellen, als geometrischen Ort der Berührpunkte 
der Tangenten aus P die bekannte Brennpunktkurve (Fokal- 
kurve) der Kegelschnittschar (Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. 
d. Kegelschnitte, II. Teil, $ 313, 9; Schröter, Math. Annalen, 
Bd. V (1872), 8. 50 ff.; Durege, Math. Annalen, Bd. V (1872) 
8.83 fl.). Die Ksist also eine projektive Verallgemeine- 
rung der Fokalkurve. 

5. Zusammenhang der konjugierten Beziehung mit 
der Möbiusschen Verwandtschaft. Ein Strahl aus ? trifft 
Ks ausser in P in zwei Punkten D,, D,, welche die Doppel- 
elemente der Involution der Paare konjugierter Punkte A, A‘ 
auf dem Strahl darstellen; deshalb liegen A, A’ harmonisch 
zu D,D,. PP, PP‘, PY, PY‘ wurden als Tangenten der 
Ks in bezw. ®8,D',WY,W' erkannt. Wenn P auf die Ver- 
bindungslinie zweier Basispunkte, z. B. P®‘ rückt, so zerfällt 
die Kurve 3. Ordnung Ks in die Gerade D®' (jeder Punkt 
auf D®‘ ist Berührpunkt der von P aus an den zerfallenen 
Kegelschnitt ®®, Y Y' gehenden Tangenten!) und einen Kegel- 
schnitt x, der durch ©, ®‘ nicht mehr, aber noch durch %, W' 
und P geht; PY,PW' sind Tangenten an denselben in X, W*, 
Zu irgend einem Punkt A findet man wie bisher den ent- 
sprechenden durch Konstruktion des vierten harmonischen 
Punktes A’ zu A bezüglich der Schnittpunkte D,, D, des 
Strahles AP und des Kegelschnittes x. Das ist gerade die 
Möbiussche Beziehung (mit der Einschränkung, dass einem be- 
liebigen Punkt auf ® PP’ die ganze Gerade DD‘ entspricht). — 
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Sind 7° die unendlich fernen Kreispunkte, so hat man statt 
der allgemeinen Möbiusschen Verwandtschaft die Abbildung 
durch reziproke Radien mit P als Centrum der Inversion (die 
Tangenten PY, PY‘ sind Kreisasymptoten). 


814. Geometrische Behandlung einiger die zwei-zweideutige 
Verwandtschaft betreffenden Fragen. 


1. Fundamentalpunkte. Die Beziehung zwischen 8 
und © ist gemäss ihrer Definition eine zwei-zweideutige (Paar-) 
Verwandtschaft. Es gibt aber Punkte, für welche diese Zwei- 
deutigkeit der Beziehung eine Ausnahme erfährt. Eine solche 
Ausnahme findet statt entweder 

a) wenn A so liegt, dass Kegelschnitt (AP ®' Y Y') un- 
bestimmt wird, d. h. wenn A mit einem der Basispunkte 
BD, ©‘, W, Y' identisch ist, oder 

b) wenn A so liegt, dass Gerade PA und damit auch der 
projektiv zugeordnete Strahl aus P unbestimmt ist, d.h. wenn 
A mit P identisch ist. 

Genau in derselben Weise, wie dies im vorigen Paragraphen 
für die konjugierte Beziehung geschah, findet man hier die zu 
den Fundamentalpunkten ®&, ©‘, Y, W' und P, bezw. ® zuge- 
hörigen Fundamentalkurven; dieselben sind in $ 3 angegeben. 

3. Ordnung der Transformierten. Ein Büschelkegel- 
schnitt A treffe die Gerade g, welche aus $ nach © abgebildet 
werden möge, in 4, 
und A,. Variiert A, so 
entsteht auf g eine In- 
volution, bestehend aus 
Punktpaaren A, A,;ich 
projiziere dieselbe auf 
zı aus dem Zentrum P, 
wodurch auf r die In- 
volution derPaare/I, II, 
entstehe. Letztere In- 
volution möge, aus ® 
projiziert, auf einer be- 
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liebigen Geraden w die aus den Punktpaaren Q,, Q, bestehende 
Involution erzeugen; diese ist projektiv zu der Involution der 
Punkte R,, R,, welche der variirende Büschelkegelschnitt 4 
aus w ausschneidet. Nach dem im vorigen Paragraphen an- 
geführten Hilfssatz kommt es viermal vor, dass ein Element R 
der einen Involution mit einem der beiden Elemente des 'ent- 
sprechenden Paares Q,, Q, der anderen zusammenfällt; so oft 
dies vorkommt, so oft hat man einen Schnittpunkt der Bild- 
kurve von 9 mit w. Also: 
Die Bildkurve einer Geraden ist von der 4. Ordnung. 
Es durchlaufe A, welchem Punkt in S V und W' ent- 
sprechen mögen, die Kurve X von der n‘" Ordnung. Der 
Kegelschnitt (AP ©‘ 7 Y') treffe 
die beliebige Gerade w in AR, 
und A,, der Strahl A® in Q. 


Tau LE 
RK 5‘ Würde zufällig Q mit R, oder 
io ——  _R,zusammenfallen, so hätte man 
[ \ 1% 


einen Schnittpunkt der Bildkurve 

l / KR mit w. 

Wenn wir vorübergehend 

Try festsetzen, jeder Punkt von w 

Ir solle aufgefasst werden als ein 

Punkt Q, der mit einem seiner 

ihm zugehörigen Punkte R, R, 

x zusammenfällt, so ıst durch diese 

Y Festsetzung das Punktpaar A 4° 

auf eine bestimmte Bahn ge- 

bannt, nämlich auf diejenige 

Kurve W, welche von A und A‘ beschrieben wird, wenn W 
die ww durchläuft. 

Ist A, ein Schnittpunkt von X und W, so sind die beiden 
entsprechenden Punkte A, X; Punkte auf 8 (Bildkurve von K), 
und einer von ihnen liegt auf w; und dies gilt nur für die 
(4n) Schnittpunkte von X und W. Es folgt also: 

Die Transformierte einer Kurve »® Ordnung ist 
von der Ordnung 4#n. 
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Dieses Resultat kann. direkt abgeleitet werden. Ist A ein 
Punkt der X, so sollen der Büschelkegelschnitt A= (AB P'Y Y‘) 
und derjenige Strahl A’ aus ®, welcher zu A P projektiv zu- 
geordnet ist, einander entsprechen. In derselben Weise, wie 
bei der entsprechenden Betrachtung im vorigen Paragraphen 
ersieht man, dass die Korrespondenz zwischen den Kegel- 
schnitten und Strahlen n—2n deutig ist. Auf.einer Geraden 
w wird also ein 2» — 2n deutiges Entsprechen von Punkten 
ausgeschnitten, welches nach dem Hilfssatz 4n sich selbst 
entsprechende Elemente (Schnittpunkte der mit w) aufweist. 
Also ist 4n die Ordnung der 8. — Geht K durch den Basis- 
punkt ®, so entsprechen zufolge der Korrespondenz demjenigen 
Strahl ga aus ®, welcher zu P@® projektiv zugeordnet: ist, 
sämtliche Büschelkegelschnitte. Also gehört in diesem Fall die 
9» zu dem Erzeugnis 8, u. s. w. Man erhält die $ 7 ange- 
führten Resultate. 

3. Mehrfache Punkte der Transformierten. All- 
gemeiner Satz. Hat man zwei Kurvenbüschel U, —4 U,= 0 
und V,—4/'V,= 0, zwischen denen eine m—n deutige Kor- 
respondenz besteht, so hat das Erzeugnis dieser Korrespondenz 
in jedem Basispunkt des Büschels U,—AU,=0 einen m- 
fachen, in jedem Basispunkt des Büschels V, — A'V,—=0 einen 
n-fachen Punkt. 

Beweis. Ist nämlich U ein Basispunkt von U,—AU,=0, 
so gehören demjenigen Individuum Ay des Büschels V, -A'V,=0, 
_ welches den Punkt U enthält, m Individuen aus U—/U,=0 
zu, von welchen jedes von der Büschelkurve Ay in einem mit 
U zusammenfallenden Punkt, der dem Erzeugnis der Korrespon- 
denz angehört, getroffen wird; infolgedessen sind die m Tan- 
genten in dem — wie man sieht — m fachen Punkt U des 
Erzeugnisses identisch mit den Tangenten in U an diejenigen 
m Kurven des Büschels U. — AU, = 0, welche dem Individuum 
Au entsprechen, — Ganz in derselben Weise sieht man, dass 
das Erzeugnis in jedem Basispunkt V von V/, —4'V,=0 einen 
nfachen Punkt hat und dass die Tangenten in diesem » fachen 
Punkt identisch sind mit den Tangenten in V an diejenigen 
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n Kurven von V,—4'V,=0, welche dem Individuum Ay ent- 
sprechen (Ay bedeutet diejenige ee U-1I0, = 0, 
welche durch V geht). 

Aus diesem Satze — den man auch im vorigen Paragraphen 
hätte anwenden können — folgt, dass die Transformierte & 
als Erzeugnis der auf der vorigen Seite festgelegten Kor- 
respondenz zwischen Kegelschnittbüschel (® &' 7°) und 
Strahlenbüschel ® in 2, 8‘, P, Y' je einen n fachen Punkt hat, 
und die Tangenten z. B. in ® identisch sind mit den Tangenten 
an die n Büschelkegelschnitte (A, DD’ YY), (4,P PB PP)... 
(A„DP PD’ YY'), wenn A,, A,,... A, die Schnittpunkte von 98 
(d. i. der zu BD projektiv zugeordnete Strahl aus P) mit K 
bedeuten. Des Weiteren folgt, dass 8 in ® einen 2% fachen 
Punkt hat, und die Tangenten in ® diejenigen 2n Strahlen 
aus ® sind, welche den Strahlen 5, P, B,P,... D,„P pro- 
jektiv zugeordnet sind; hiebei bezeichnen B,, B,... Dy„ die 
Schnittpunkte von X und kg (d. i. der Kegelschnitt (PBB'YYP%)) 
(vgl. SS 3 und 7). 

Bemerkung. Wie im vorigen Paragraphen ersieht man, 
dass das Erzeugnis der Korrespondenz sich in der Form schrei- 
ben lässt: 

8=(la gr Fan. )ArT ( 
een rn 


4. Zu den Fundamentalpunkten unendlich benach- 
barte Punkte. Durch ganz gleichartige Betrachtungen, wie 
dies im vorigen Paragraphen für die konjugierte Beziehung 
geschah, lässt sich diese Frage hier erledigen. Die Resultate 
sind in $ 4 angegeben; aus ihnen lässt sich die oben gegebene 
Konstruktionsweise der Tangenten in den mehrfachen Punkten 
der EP, 81, P, P',® folgern. Man könnte hier noch gewisse 
besondere Fälle geometrisch behandeln; so z. B. ersieht man: 
Wenn K in A, die 95 speziell unter Berührung des Kegel- 
schnittes (4, DP P' 7 Y‘) durchsetzt, so hat X in D einen Wende- 
punkt (Wendetangente ist die a an (, BB YY) 
in ®), 


RR 


59. Sich selbst entsprechende Punkte. Sind A, A 
Punkte, welche einander entsprechen, so liegen sie auf ver- 
schiedenen, sich projektiv zugeordneten Strahlen aus P bezw. ®, 
welche sich in einem Punkte // auf x schneiden. Sollen also 
entsprechende Punkte A, X zusammenfallen, so müssen sie in 
dem Schnittpunkt II, also auf x liegen. Umgekehrt ersieht 
man: Jeder Punkt auf m — fasst man ihn als Punkt in S auf 
oder in & — fällt mit dem einen der beiden ihm entsprechen- 
den Punkte zusammen. Den Kegelschnitt x haben also beide 
Systeme 9, © entsprechend gemein. 


$ 15. Beispiele, 
(Für die Figuren sind statt der Kegelschnitte aus PP’ YY"' 


und für x speziell Kreise angenommen; es tritt also das in 
der Bemerkung $ 4 Gesagte in Geltung.) 
| - a) Zur konjugierten Beziehung. 
1. Abbildung einer Geraden in allgemeiner Lage. 
Nach “; ß mn $ 6 wird für 
un els,=0, ,=0, 5-0, ,=0,t=0 
"3 sel s=l,s= el, s=-L,t=2. 
In Fig. 1: g die abzubildende Gerade, C, die Konjugierte. 
In Fig. 3 ist P symmetrisch zu ® und ®’ angenommen, 
die abzubildende Gerade g ist Tangente an rn und parallel ® ©‘. 
Als 0, erhält man die Cissoide. 
2, Gerade durch ©. 
nl, 85—=1l,,= 0,870 = 0, DEN 
n=2, 10, »2=|], ga 1aasıse Int il, 
. Fig. 2: Von der Konjugierten hat sich (vgl. Fig. 1) die 
Fundamentalgerade P ® abgespalten, so bleibt ein Kreis (,. 
3. Gerade durch Y und 7 (@ ferne Gerade). 
on=l,3,3=I,5=,s=hs=-ht- 0 
"—=1l,s=1.3=1, 3=0, 4-0, f=!0. 


C, ist also die Achse des Kreisbüschels ® ®'. 


4. Kreis durch P. 
n=23,,=0,,=0, ,=l,s,=l,t=]1 
v=2,Ssı 1, =] 80, 3-0, Te 


Als Konjugierte erhält man somit einen Kegelschnitt, 
welcher .D, ®', P enthält; die ©? Kreise durch P_ transfor- 
mieren sich in die ©* Kegelschnitte durch 8, ©‘, P. 

Da den Punkten auf ® ®‘ und nur diesen im Unendlichen 
liegende Bildpunkte zugehören, so gilt: | 

Trifft der Kreis die D ®‘ in reellen, verschiedenen Punkten 
— Fig. 4 —, so sind die & fernen Punkte des Kegelschnittes 
reell und verschieden (Hyperbel); berührt der Kreis die ® &‘ 
— Fig. 5 —, so berührt der Kegelschnitt die oo ferne Gerade 
(Parabel); sind die Schnittpunkte des Kreises mit ® ®' imaginär 
— Fig. 6 (abzubildender Kreis z, Konjugierte U) —, so trans- 
formiert sich derselbe in eine Ellipse. 

Man findet leicht Mittelpunkt, Asymptoten, Achsen. Diese 
Erzeugungsweise eines allgemeinen Kegelschnittes ist 
praktisch verwertbar, um einen solchen aus gewissen 
Daten (z.B. fünf gegebenen Punkten) zu konstruieren. 


5. Kreis durch 2. 
n=23,s=1l,,=0, s-el,,el,t=0 


n=3, = % Eh 2, Sg I were 1, oe 


Die Konjugierte C’x eines solchen Kreises X — Fig. 7 — 
ist also eine zirkulare Kurve III. Ordnung mit Doppelpunkt 
in D‘ (da in der Figur K mit P®‘ reelle Punkte nicht ge- 
mein hat, so ist ©‘ isolierter Punkt). Bezeichnet M den 
Mittelpunkt von K, so sind M WM Y' Asymptoten der Or 
(S 4, Bemerkung). 


6. Kreis in allgemeiner Lage. 
v2, se, 0, elite 
v4 se2, ne2, sel, sl, 2 


Ox ist zirkulare Kurve IV. Ordnung mit drei Doppel- 
punkten 2, ®', P. Fig. 8. 


ee 
 :»b) Zur zwei-zweideutigen Verwandtschaft. 
1. Gerade in allgemeiner Lage. Nach a, in $7 wird 
für rl, s,=0,8=0,,=0, ,=0, t=0 
n"—=4 sl, s=1l, s=1, s-l,t=2. 


Fig. 1: 8 Transformierte. 


2. Gerade durch 2. 
r„=l,s3=13,=-0,3,3=0,3,3=0,t=0 
"=3,sı=1l,3=1 3=1, ,3—=1, t’=1. Fig. 2. 

8, @erade durch P. Der dieser Geraden projektiv zu- 


geordnete Strahl aus ® ist, doppelt gezählt, die Bildkurve. In 
Uebereinstimmung damit erhält man: 


zen), sel) sel, sel,’ = 


4. Abbildung des Kreises nz. 
2, se0s,=0, sel,s=lt=l 
naeh serl sl s3=1,t!=2., 

Weil 8, © den Kreis z entsprechend gemein . haben, so 


zerfällt die Transformierte in x und einen durch 9, 2, &‘ 


gehenden Kegelschnitt $,. Fig. 6. 
5. Kreis in allgemeiner Lage. Man erhält 
a A TE 
Fig. 8: 8 Bildkurve. 


6. Abbildung der K;. 
„=, s=-1ls,=-1s,=1s,=1l,t=1 
me ea, seat 

Fig. 9: Ag Bildkurve (bizirkular, von der VI. Ordnung). 


Y, Y' sind. Doppelpunkte; ausser diesen hat A& noch zwei 
& ferne Punkte: 

Von P aus werde das Tangentenpaar an einen immer 
grösser werdenden Kreis aus ®, ®‘ gelegt. Geht derselbe in 
den © grossen Kreis des Büschels über, so fällt das zugehörige 


EL 


Tangentenpaar in eine Gerade parallel BO’®' zusammen; dieses 
Paar zusammenfallender Tangenten trifft = (ausser in P) in 
zwei zusammenfallenden Punkten, sagen wir 1l/;.; die zwei zu- 
sammenfallenden Strahlen BI, treffen den grossen Kreis 
des Büschels in vier der'Ag angehörigen Punkten. Der oo grosse 
Büschelkreis besteht aus ® ®‘ und der unendlich ‘fernen Ge- 
raden. Also berührt die Ag in A;, (Schnittpunkt von ® IZ;, 
und ® ®‘) die Gerade ®®' und in 4A;. (Schnittpunkte von 
PB /I;x mit der © fernen Geraden) die ferne Gerade. 

Auch die Asymptoten der Ag in Y und Y lassen sich 
nach Früherem angeben. PYW, P Y‘ sind Asymptoten für die 
Fokalkurve Ks, also auch ($ 4, Bemerkung) für die de. Ks 
trifft die Fundamentalgerade 9» = P Y abgesehen von der Be- 
rührung in P noch in P; nach $4 oder $ 13 ist also die 
Tangente an Kreis (P® ©‘) in Y auch Tangente an die Ag 
in P. Bezeichnet M den Mittelpunkt des Kreises (P ® ©), 
so sind MY, M Y' Tangenten an Kreis (P ® ©‘) und an die 
Ag bezw. in P und 7‘. -In Y berühren die Ag die Asymptoten 
PPIMIn RS Sndeme 

7. Abbildung des Erzeugnisses einer projektiven 
Zuordnung der Kreise aus 8, ®‘ und der Strahlen aus P. 
In Fig. 10 sind in $ die Kreise aus 8, ®‘ und die Strahlen 
aus P projektiv aufeinander bezogen durch die Bestimmung, 
dass ein Kreis und ein Strahl einander entsprechen, wenn der 
Strahl durch den Mittelpunkt des Kreises geht; das Erzeugnis E 
ist eine Fokalkurve. Ersetzt man in dieser Korrespondenz 
jeden Strahl aus P durch seinen projektiv zugeordneten aus ®, 
so erhält man als Erzeugnis € der neuen Korrespondenz wieder 
eine zirkulare Kurve IIIL. Ordnung. €, doppelt gezählt, ist die 
Bildkurve zu E. Damit übereinstimmend ergibt sich nach a, p, 
5 7 für 


n=35, Fun ,=1,,=1, sr 
„=b,s3e2 32 SA sa an 


Lebenslauf. 


Am 30. März 1877 wurde ich, Ernst Amson, als Sohn 
des Gutsbesitzers Jakob Amson und seiner Ehefrau Adele, geb. 
Penas, in Maikammer (Rheinpfalz) geboren; ich bin württem- 
bergischer Staatsangehörigkeit, protestantischer Konfession. Im 
Jahre 1896 absolvierte ich das K. humanistische Gymnasium 
in Landau (Rheinpfalz); 1896-98 war ich Studierender der 
mechanisch-technischen Abteilung der K. Technischen Hoch- 
schule in München, wo ich 1898 die Vorprüfung für das Ab- 
solutorium der mechanisch-technischen Abteilung ablegte. Von 
da ab widmete ich mich dem Studium der Mathematik und 
Physik, hörte an der K. Universität München und der K. Tech- 
nischen Hochschule Vorlesungen und bestand 1899 den ersten, 
1901 den zweiten Abschnitt des Lehramtsexamens. Während 
des Schuljahres 1901/02 war ich als Assistent für darstellende 
Geometrie an der K. Teehnischen Hochschule in München an- 
gestellt. Das Jahr 1902/03 verwandte ich auf weitere Studien, 
während des Wintersemesters war ich Studierender an der 
K. Universität München, während des Sommersemesters an der 
K. Universität Erlangen. Seit Beginn des Schuljahres 1903/04 

bin ich als Assistent am K. Realgymnasium Augsburg tätig. 


Zum Schlusse möchte ich mir erlauben, Herrn Professor 
Dr. Nöther in Erlangen für die gütige Förderung der Arbeit 
meinen herzlichen Dank auszusprechen; auch Herrn Professor 
Dr. Burmester in München fühle ich mich für die mir in 
liebenswürdiger Weise zuteil gewordenen Anregungen zu grossem 
Dank verpflichtet. 
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